Fiiggvények
Fiiggvények definicioja, tulajdonsagai

Definicio: Adott két (nem iires) halmaz, az A ¢és a B. Ha az A halmaz minden egyes eleméhez
valamilyen modon (de egyértelmiien) hozzarendeljiik a B halmaznak egy-egy elemét, akkor a
hozzarendelést fliggvénynek (leképezésnek) nevezziik. Az A halmaz a fiiggvény értelmezési
tartomanya. Jele: D,. A B halmaz a fliggvény értékkészlete. Jele: R, .

Definicio:. Legyen az f fliggvény altal 1étesitett leképezés kolcsondsen egyértelmi. Az f

fiiggvény inverz fliggvényén értjiik azt az f fliggvényt, amelynek értelmezési tartomanya az f

értékkészlete, €s a teljesiil minden X, € R, -re, hogy f(?(x0 ))= Xg -

Definicio: Egy fliggvénynek egy adott x, értelmezési tartomanybeli eleme zérushelye, ha az
x, -hoz tartozé fiiggvényérték nulla. ( f (x,)=0)

Definicio: Egy fuggvény szigoran monoton ndvekedd, ha minden x, és x, értelmezési

tartomanybeli elem esetén, ahol x, <x, a fliggvényértékekre a kovetkezd igaz:
f(x,) < f(x,). (Monoton novekedd, ha f(x,) < f(x,).)
Definicio: Egy fiiggvény szigortan monoton csokkend, ha minden x, és x, értelmezési

tartomanybeli elem esetén, ahol x <x, a filiggvényértékekre a kovetkezd igaz:
f(x,)> f(x,). (Monoton csokkend, ha f(x,)> f(x,).)
Definicio: A fiiggvénynek egy adott x, értelmezési tartomanybeli helyen minimuma van, ha

f(x,) fuggvényértéknél nincs kisebb. Az x, a minimum hely, az f(x,) minimum érték.
Definicio: A fuggvénynek egy adott x, értelmezési tartomanybeli helyen maximuma van, ha
f(x,) fuggvényértéknél nincs nagyobb. Az x, a maximum hely, az f(x,) maximum érték.

Definicio:. Az f fiiggvény periodikus és periodusa p, ha minden x értelmezési tartomanybeli
elem esetén X-+Kkp is értelmezési tartomanybeli elem, és f(x)= f(x+kp), ahol k

akarmilyen egész szam lehet.

Definicio: Az f fiiggvény paros, ha minden x értelmezési tartomanybeli elem esetén — X iS
értelmezési tartomanybeli elem, és f(—Xx) = f(X).

Definicio: Az f fiiggvény paratlan, ha minden X értelmezési tartomanybeli elem esetén — X is
értelmezési tartomanybeli elem, és f(—Xx) =—f(x).

Definicié: Az f fiiggvény az Ja; b[ < D, intervallumon konvex, ha barmely x,, X, < Ja; b[ ¢és
barmely A e [0; 1] esetén igaz lesz az, hogy f(ﬂ, X+ (1—2,). X, ) <A-f(x)+ (1— /1)- f(x,).
Definicio: Az f fiiggvény az Ja; b[ < D, intervallumon konkév, ha barmely x,, X, < Ja; b[ és
barmely A e [0; 1] esetén igaz lesz az, hogy f(ﬂ, X+ (1—2,). X, ) >A-f(x)+ (1— /1)- f(x,).
Definicio: Az f fiiggvénynek x, € D, inflexids pontja, ha van olyan & pozitiv valds szam,

hogy a fiiggvény az |x, —&; X,| intervallumon konvex, az |x,; x, +&[ intervallumon pedig
konkav. (Természetesen forditva is el6fordulhat: el6bb konkav, aztan konvex.)



Nevezetes fiiggvények

(1) Konstansfiiggvények: f :R >R, x+—>¢

(2) Linearis fuggvények: f :R >R, x> ax+Db

(3) Abszolut érték fiiggvények: f: R—R, X a- |bx+ c| +d
(4) Masodfoku fiiggvények: f: R—>R, X ax’ +bx+c

(5) Elséfoku tortfiiggvények: f: R\{— i} LR, xio XD
c cx+d

(6) Hatvanyfiiggvények: f: R>R, x> a x"+a, X" +..+a,x+3,
(7) Gyokfiggvények: f :Dc R >R, x> a-Yx+b+c
(8) Egészrész fliggvény: f: R>R, X [X]
(9) Tortrész fiiggvény: f: R—R, X+ {x}

-1, hax<0
(10)  Szignum fiiggvény Az f: R—>R, x+>sgnx=< 0, hax=0

1 hax>0

(11) Trigonometrikus fiiggvények
a) Sinusfiggvény: f :R > R, X+>sinx
b) Cosinusfiiggvény: f :R — R, X+ Cc0sX
c) Tangensfiiggvény: f:D € R —» R, x = tgx
d) Cotangensfiiggvény: f:D € R — R, x = ctgx
(12) Ciklometrikus fuggvények, a trigonometrikus fliggvények inverzei
a) Arcussinus: f:[-11]— [% %} X > arcsinx

b) Arcus cosines: f :[-1 1] —[0; 7}, x — arccosx

c) Arcus tangens: f:R — ]—gg[x > arctgx

d) Arcus cotangens: f: R — ]0; [, x — arcctgx
(13) Exponencialis figgvények: f: R—>R, x> a*, aeR,0<a, a=1
(14) Logaritmikus fiiggvények: f: R*—>R, x—log, X, aeR,0<a, a=1
(15) Hiperbolikus fiiggvények és inverzeik

Definiciok:
shx:ex_e_x; chx:ex+e_x; thx=ﬂ=ex_e_x; cthx=C—hX=eX+e_x;
2 2 chx e*+e™ shx e*—e™
Tétel: Tetszbleges valds szdm sinus és cosinus hiperbolicusa kozott fennallnak az alabbi
Osszefliiggések:
ch®x—sh’x =1; ch2x = ch?x +sh?x; sh2x = 2shxchx

a) Sinus hiperbolicus: f :R — R, x> shx

b) Cosinus hiperbolicus: f :R — R, x> chx

c) Tangens hiperbolicus: f :R — R, x> thx

d) Cotangens hiperbolicus: f :R-{0}— R, x > cthx

e) Areasinus hiperbolicus: f :R — R, x> arshx

f) Area cosinus hiperbolicus: f :R; —> R, x> archx

g) Areatangens hiperbolicus: f : -1 1] — R, x > arthx

h) Area cotangens hiperbolicus: f : J-o0; —1[ UL oof > R, x - arcthx



Fiiggvények folytonossaga

Definicio (Heine-féle): Az f fiiggvény folytonos az x, € D, pontban, ha faz x, szimmetrikus
kornyezetében értelmezve van, és minden olyan {x, } sorozatra (x, € D, ), amely X, -hoz tart
(x, > X,), az f(x,) fiiggvényértékek sorozata az f(Xo) figgvényértékhez tart
(f(x0) > f(x)).

Definicio (Cauchy-féle): Az f figgvény folytonos az x, € D, pontban, ha barmely pozitiv & -
hoz megadhaté olyan pozitiv & (a & az ¢ -tdl és az X, -tdl fiigg), hogy ]X0 —0; Xy + 5[: D;.
ésha |x—X,| <3, akkor |f(x)— f(x,)]<&.

Megjegyzés: Ezek a definicidk annak a megfogalmazasnak adnak pontos értelmet, miszerint
ha az x elég kozel van x,-hoz, akkor f(x) elég kozel van f(x,)-hoz.

Definicio (Heine-féle): Az f fiiggvényt az X,-ban balrol (illetve jobbrol) folytonosnak

nevezziikk, ha f az x, megfeleld félkornyezetében értelmezett és barmely olyan X,-hoz
konvergald sorozat esetén, amelynek elemeire X, <X, (illetve x, >X,) igaz, hogy
f(x,)— f(X,). Természetesen X,, X, € D, .

Definicio (Cauchy-féle): Az f fuggvényt az X,-ban balrdl (illetve jobbrol) folytonosnak

nevezzilk, ha f az x, megfeleld félkdrnyezetében értelmezett és barmely &> 0-hoz
megadhato olyan pozitiv 6 (a & az ¢ -tdl és az x,-tol fiigg), hogy ha x < X, (illetve x > x,)
és X, —Xx < (illetve x—x, < &), akkor | f(x)— (X, ) < &. Természetesen X,, X, € D; .

Tétel: Az f fiiggvény egy X, pontban akkor és csak akkor folytonos, ha X,-ban balrol is és

jobbrdl is folytonos.
Tétel: Ha f és g fiiggvények folytonosak egy X, pontban, akkor Osszegiik (f(x)+ g(X)),

kiilonbségiik  ( f(x)—g(x)), szorzatuk (f(x)-g(x)), hanyadosuk (@ g(x);toj,

g(x)

kompoziciéjuk ( f o g, f(g(x)), ittfa g(x,) helyen folytonos) is folytonos.

Intervallumokon folytonos fiiggvények

Definicio: Az f fliggvényt egy nyilt intervallumon folytonosnak nevezziik, ha az intervallum
minden pontjaban folytonos.

Definicio: Az f figgvényt egy zart intervallumon folytonosnak nevezziik, ha az intervallum
minden belsd pontjaban folytonos, a bal végpontban jobbrol, a jobb végpontban pedig balrol
folytonos.

Definicio: Egy fiiggvényt folytonosnak nevezziik, ha az értelmezési tartomanyanak minden
pontjaban folytonos.

Definicio:. Az f fiiggvényt valamely | intervallumon egyenletesen folytonosnak nevezziik, ha
tetszéleges & > 0.-hoz megadhatoé olyan & >0 (o csak ¢-tol fiigg, a helytél nem), hogy

minden olyan x;, X, € | esetén, amelyre |X, — X,| <& teljesiil, hogy |f(xl)— f(X2)| <g.

Tétel (Bolzano-tulajdonsag): Egy intervallumon folytonos fiiggvény ezen intervallum barmely
két pontjaban felvett értékei koz¢é es6 barmely értéket felvesz ezen két hely kozott.
Tétel: Zart intervallumon folytonos fiiggvény korlatos ezen az intervallumon.
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Tetel (Weierstrass): Zart intervallumon folytonos fiiggvény felveszi minimumat &s
maximumat.
Tétel: Zart intervallumon folytonos fiiggvény egyenletesen is folytonos ezen az intervallumon.

Fiiggvények hatarértéke

Definicio (Heine-féle): Legyen az f fiiggvény az X, pont valamely kdrnyezetében értelmezett,
kivéve esetleg az x, pontot. Ekkor azt mondjuk, hogy az f fliggvény X, -beli hatarértéke az A
szam, ha barmely X, — X, (X, € D¢, X, #X,) sorozatra a megfeleld fiiggvényértekek
{f(x,)} sorozata A-hoz konvergal. Jelolése: lim f(x)= A.

Definicio (Cauchy-féle): Legyen az f fliggvény az X, pont valamely kornyezetében
értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Ekkor azt mondjuk, hogy az f fiiggvény X, -beli
hatarértéke az A szam, ha barmely & > 0-hoz létezik olyan 6 >0 (6 az ¢-tol és X,-tol

fiigg), hogy ha |X—X,| <& (X # X, ), akkor |f(x)— Al < & . Természetesen x € D;.

Definicio (Heine-féle): Legyen az f fiiggvény az x, pont valamely jobb, illetve bal oldali
félkornyezetében értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Ekkor azt mondjuk, hogy az f
fiiggvény x,-beli jobb, illetve bal oldali hatarértéke az A szam, ha barmely

X, 2> X, (X, €D, X, #X,) €s X, <X,, illetve X, <X, sorozatra a megfeleld
fliggvényértekek {f (Xn )} sorozata A-hoz konvergal.

Definicio (Cauchy-féle): Legyen az f fliggvény az X, pont valamely jobb, illetve bal oldali
félkornyezetében értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Ekkor azt mondjuk, hogy az f
fliggvény X, -beli jobb, illetve bal oldali hatarértéke az A szam, ha barmely & > 0-hoz létezik
olyan 6§ >0 (& az ¢-tol és X, -tol fiigg), hogy ha X, <x<X,+0J, illetve x, —J <X < X,,

akkor |f(x)— Al < &. Természetesen X € D .
A féloldali hatarértékek jeldlése: lim f(x)= A (jobb oldali) és lim_ f(x)= A (bal oldali).

Tétel: Az f fuggvénynek egy X, pontban akkor és csak akkor létezik a hatarértéke, ha ott
Iétezik a jobb és bal oldali hatdrértéke és ezek egyenldk: lim f (x)=_lim f (x)= lim f(x).
Tétel: Ha f(x)>0 és lim f(x) létezik, akkor lim f(x)>0.

Tétel: Ha lim f(x) és limg(x) létezik, akkor az x, helyen f és g fiiggvény Osszegének,

kiilonbségének, szorzatanak, hanyadosanak létezik a hatarértéke, és

X—>Xg
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Tétel: Ha lim f(x) és lim g(X) 1étezik, valamint az X, valamely kdrnyezetében f(X)Z g(x),
akkor lim f(x)> lim g(x).
Tétel: Az f fiiggvénynek egy X, pontban akkor és csak akkor 1étezik a hatarértéke, ha {f (Xn )}

sorozat konvergens, valahanyszor X, — X, (X, € D;, X, # X,) .

Tétel: Az f figgvény az X, pontban akkor és csak akkor folytonos, ha 1étezik a hatarértéke és
lim (x)=f(x,).
X—Xg

Definicio (Heine-féle): Legyen az f fiiggvény az X, pont valamely kdrnyezetében értelmezett,
kivéve esetleg az x, pontot. Ekkor az f fiiggvénynek az x, pontban +oo (—o0) a hatarértéke,
ha barmely x, — X, (X, € D;, X, # X,) sorozatra f(x,)—> w0 (o).

Definicio (Cauchy-féle): Legyen az f fliggvény az X, pont valamely kornyezetében
értelmezett, kivéve esetleg az x, pontot. Ekkor az f fiiggvénynek az x, pontban +oo (—0) a
hatarértéke, ha barmely M szamhoz létezik olyan & >0 (6 az M-t6l és X, -tol fiigg), hogy ha
X=X,| <& (x#X,), akkor f(x)>M (f(x)<M ) teljesiil. Természetesen X € D .

X

A végtelen hatarérték jelolése: lim f(x)= 40, lim f(x)= 0.

Definicio (Heine-féle): Az f fiiggvénynek a plusz (a minusz) végtelenben a hatarértéke A, ha
barmely (x. € D, ) X, = +o0 (X, — —0) sorozat esetén f(x,)— A.

Definicio (Cauchy-féle): Az f fiiggvénynek a plusz (a minusz) végtelenben a hatarértéke A,
ha barmely ¢ >0-hoz megadhat olyan x~ (X~ fiiggvénye & -nak), hogy ha x > x~ (x< Xx),
akkor |f(X)— Al < &. Természetesen X € D, .

A végtelenben vett hatarérték jelolése: lim f(x)= A, lim f(x)=A.

Definicio (Heine-féle): Az f fiiggvénynek a plusz (a minusz) végtelenben a hatarértéke + oo
illetve — oo, ha barmely (x, € D, ) X, — +o0 (X, — —0) sorozat esetén f(x,)— +o0 ., illetve

f(x,)— —o.
Definicio (Cauchy-féle): Az f fliggvénynek a plusz (a minusz) végtelenben a hatarértéke + oo
illetve —oo, ha barmely M szdmhoz van olyan X~ szam (X~ fiiggvénye M-nek), hogy ha
x> X" (x<x"),akkor f(x)>Milletve f(x)<M .Természetesen X € D, .

A végtelenben vett végtelen hatarérték jelolése:

lim f(x) =+, lim f(x)=—o0, lim f(x)=-o0, lim f(x)=—o.

X—>+0 X—>+0 X—>—0 X—>—0
Néhany érdekesebb fiiggvény érdekes hatarértéke a kovetkezo:

. sinX
lim——=1

x—=>0 X

Iim(1+ 1] =e
X—>+00 X

Iim(1+ Ej e~
X—>400 X
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X—>+0 X



